Egrisel Integraller - Vektdr Alanlari, Is, Cevrim ve Aki

VEKTOR ALANLARINDA INTEGRASYON

Bu balomde, v2oyde, integrosyon teoriyi claha gerel g’é‘f/]er ve
yuzeyler ruin genislelecegn. Eqrisel ve yhrey integrallori, bilis ve
muherdidlit @in qugly malenwhibe! arsglads

Egrisel ntegraller

Vzaydo bir € egrisi P)= g T+ht) T+ i) B, agteb ile po-
ramelrelennis olorak verllsin. £nin foam kdmesi iginde bulwen be
C ear’m mede ’FHC:HI’H t‘ee'—dm]eﬂt 'pa/\h'lya/wm/ Jn‘}qre e:}wd icte-
yelim. EGri boyuco £ degeri Fegny he) kt) At

Lu\e;l'e -ﬁankslljanua]a verilin t=a'den &6 ye yay e
uim‘vﬁwu 9% fQ bu b’rlerfq’} 'M'egre eal?m?n. ?‘a

Buaup T¢in C e’ér"Rin'r A Savwb alt yaylord por-

qalngorux- ke alf yoyin vinlvge Ase o, ter aoft Felae) Y

t=q

Yyaydon bir (e ge el nothest segip x
Sn=é frxedrpr) se

toplammi olyphralom. Eger £ stretli ve @,k surekl biviaee +5reve-
re Sall':f:e A0 ( Ase vrwldlor sf o gidertan) by J-aplem bir linibe
3akm.caf |

Taanimy Fjer F, r ﬂ:-l-— glt}b -HMHJ -I-t-ltlh pammd-rzefanuqu fle W’/‘ﬁ'ﬂl
bir € @§risi Urerinde tonwliyso C Vaorinde Frin eGrisel inteqrali

é_rﬁx:ymok =£§"w§f-m,ym,;ds;

limidinlt vor olmasidi 7

Eqer €, astbicin dozegon ( F= 97k strekl ve Sdapil) ve £ fanhi -

yorv C Urefinde S Ovekh i tonuwdsi liaddin \er oldgv 34;}4/:&6%{‘
S(t)= ftl\?raudz‘. %“% ds= 1Pyl dt .

f-Fhrmwo's— f feqie) hed beet) 1 Pwl de.
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Egrisel Integraller - Vektdr Alanlari, Is, Cevrim ve Aki

Eger £'nin degers sobih 1 ise € Uterinde £lin indegrali Ciin vaunligund verin

Ornek: Orjini  (11,1) noktasine birlatiren Jcéjfrpar;as: ¢ Urerinde

Ltxyn)= -3z forkiiyoanw iMegre edinin

M ain en basit ,aaraﬂd'ldmuﬁ holi olors &

Plt)= £ P+ P+t ) o&te]

dygonebilirin. Bllesnler, soretli bivinci doreviere sakip-

Yider ve 198z | D+T4E lzw.-:ﬁ", & Jegildir:

lani ¢ diagin egq/idl. C Vworinde £Lin indeqrali

! |
{ treymyds = f fiebe) Gidt = '(t.3e1.,¢)§‘ldé=ﬁ"le1-&’g = O
< o o

Top\aMahnL
Eger bir C ejii soaly sayds G, Gy & egilerinin ug ugo birles-
Brimesinden olusmysso, € brerinde bir fonbiyonvava inteqrali, egh-
ler D2erinde integralleris ‘I‘OPL’JM[JII‘.’
f-Pds: (fds+ f{-ds+---+fﬁds.
< 9 =Y Ca
Orneklers 1) Vanda¥t sekilde, aryini 1) noktarma
birleskirea  boska bir yol, €1 ve & ddéru porecletiun
bilefimi olormk werilaighy, c uc, drerinde foxyg=
€L~ fmh?yonww ?kPeﬂfa edint b (heo)
C1 ve C&nin en Vosit porametrelemis holi
C: Pz tCrel, ogtsl (\P=NM= A
Gt Prt)= DaPue?, ogigr 1P =Vomou=d

'P‘f -
C{UC.,_ "49:"-')6’3 !;'f‘lnuﬁ)ds -+ g.,'&myﬂ’d‘

)
®

pea

|
= I‘Hhhﬁ')mdk -+f -F-(l.!,b)-(l)é‘:
é éq

) i
:g t-3t%0)R f-'”‘-f-bf (1=3+1).()Jt =2 [-‘é‘:?] {%‘.—;&l
B
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it noktay: birleskiren bir yol boyuncr erise) in-legrakn c’e§eﬁ) yollo-

N ae‘aq‘l-mdt\r.qe deg:;ek'ﬂlr

3) F(o= cas-&f‘.{-smi:?.{.t-k) 0 t4TT hebisi v erinde -me,z).:ny-}f"

-Fon\:s'ujonul\vn eamel :M’eqr i bulunn.
&)= Ptz - sint Cacast P B = 1RO 29 a0 s €)% 17 2 31
£(Pw) = Fleost, sTat t) = 2 cost Sint + [F1 = sim2t+ g1,

Jx
ffmsn:)ds = fﬁ(s.m +m) A dt= (—-l,_wze-;%é”"[
c o

_z@ 3

3
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Vekisr Alanlan 'Is, Gevrim ve Akl

Yergelimi ve elektrit kuweHeri bir ysn (o) ve bir buy klv-
ge saliptin Bunlor, torm kinelerian her nobtosinde bir vekfar ile Jem
sit edilirles Budar bir vebkir alom Uretin By bélimde, vettar alonk-
rindy,; egrieel inkeqrali bullanartk i, ¢evim ve atimn nas/l hesap loga-
coqn gusterecegia.

Vekisr Alonlor

Diizlemde veyo Uzcydo bir balgenin, hava veya su gibl bir ho-
reteti akickan +orofndan kap Iam)@m cdiusinelim. Akiskan, gok bi-
Yok miblorde pargociklordm olymydtur ve 20manin herhangi bir oninde
bir porgaak & hn veblirire whiptin. Verilen bir 2amonde bilgenin
farkl nottalorinda, bu hnlor degiskendie A ubamn her noklecmdbki in
vesriny, o nobledaks bir par¢eagn hn velbliryoy fenci/ dl-/?i‘n; dorine.
blirn. Bayle bir atubann alyr (aw) bir vebbor alonn bir smegidt.
Yandak }'elt'llo’e' doralmis bic konal boywtccf
akan Suyun hn veltdrleinin bir veHer obo-
n' g aS-lQr'fINTI'HI‘.

Rir vekhar a|dnl) tanim Lomesin-
deki her nokloya bir vektor korrilik gefiren bir fonkst yondm
Uzoyda ) Ug boyuHy domm Fomesinde b vektor alen

E)(-x,g,-g.] = Mexynr) O+ N(WHJ'*J?J- RZYry) E)
Formuly ailﬁc)in MNP bilganler: sorekliyse alony sSreklbidin
denir. Bemer cotilde her brlesen -ﬁonkr?yon dif, 1se veltor ale-
m o‘?-permﬁytlleﬁo_bﬂﬁﬂ?r. iki bogvHv vektsr clantain LorailV
Pexy) = Mex) 0+ N exeg) T

3’153“‘-
Uzayde bir @gfintn 4eyet vebborer T ve norsa) wetfarled if
eaf} bos waee bir veler alon alﬂ,(‘;v{'uﬂ
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Gradyont Alanlan

Tonem: Bir dif. ckaler fexyr) -Ponkr?yanvnun graoyo/lf etlan)
VF=$£ Py %?f—%‘;?

ngﬁml ve torledinia alandir

Her (wyx) nobtosida, ﬂfaJ,m+«lan,+lﬂ?ﬂ en biydk o twunin

Aéirulkuslmb &ir veklory gasterin Graofgad— alon, her raman b

kowet alans veya hrr aloa ohai‘ddin

Orneklert 1) Vzoyda, bir belgedeki her (xiurv) pothasinds T isusi
T= i00-%xv-y-2 1

ile werilyor ve ?(‘&91—] ;T hin qsdyonk olardlc-fzmwlamyaf. B veb-
Yor alamm bulun.

P qmdy% ve klor chons, = PTe caxPy P22 clonddr Vraddy
her !‘ob‘vé \ieH:br ahv Sl(a'HrjM en Vuhgl a/alyt/ ‘J@ruycyu verin
2) #myﬁ)..xy%. Win gradyat abnue bdin.

"“"qmdyatf-dlm y P=Pf= y}?:fwf+1:{? alenidit
Nekiar Alan briam E?ri'tel TMQgM ller
Baha Brce, bir C &gt Drerindk kir skaler fonksiyon feayny
nin €q/isel inteqralini fonmladk. Stndi egrici boyunco bir P
vettor alonnn egriel integrlini tonmlaneys ¢alsocago. 8.
egritel inlegraller sivi atybonler, elebfrik ve Jergeni alanlort o~
l;;mlamda dnemli vygv lamaloro {ahip"ﬂ‘.

F?’MIYIQRIZ +N(W9RJ,?+p(x/yz‘tl? ve bfer alani sorekls bele -
;enlae.rahcf vé <y bir dulgun FPet)= gE)T +l-@) +kt(—]?, afteb
eqBi olsn. Pte)win parametrelenmar leri digrv olorak gapilues
olsun. & win her noktainds, +§ei~ vebtor T= di/ds = V7 ) yola 4o
gef- bivim ueHordur, i ket Jafv {yan G‘AM)’ ( C Nk yoruldp) Se’l.grd o[d-—

b welfer aloainm é?’ﬂe’ t/\'l-egrw/} c bogmm Elai staler te—~
je-l— bileg avinin <grile) :A-fe?ra'fJi’ v feget be deren

27 P
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Skaldf’ fdf’ph\u i |e VOf”lf

e

T'amm P{i.-), ol H.b :le pardwe}re,enmu' br c di?zgan egf'?: '5030:1.
co tarml P sorekli bikgenlerle bir vebter aloa: oleen. c bo\ymad

P hin Griel inbeglali
JPTds= [ (P.f)ds = Gl

i

e f’(b):gl&\f+hl#)?+kw? boyuncu FL MPrNP+PP s Egr?.cel 1a-

tearotinin Hasoplonmar

) B veldsr gloan c\nin fefimlernde  FePY) olauk Thode edﬁ‘yom..
Bav Blin MNP bilaealerinde x=Qet), y=hte), 2-kk) bilewonlerini
Yearak yopyern .

2 df/dt hr vebberony bJuyaruz

3) t)oLith pa'aue}fvs“na. gm‘c €g/7. el irdeyrali )\efop) 19orve.!

JPap= f Rerw) 4.t

Ornelk! f‘('l’:\ L+EJ+F1I'—, oLtet ile ven,en C eqr;,{; ba&wrd
E[’Fc‘lﬂ', 'i‘L-FYSJ yq'l’- T¢™m -r éo’f‘ gl }\Q.foployml

FlPe)= @ P+ BP. 2P , 92 c2tlrPuge P
~ ) I '
‘[ B.4P= of Pepu). 920 = tg (s 3-4 S490 <[R (504 tH 5

d"‘: A’d veya dz ‘32 62 Egriel 7A4E¢3Fd”e/‘

KuvweHeri vege akiclart anglin eHiFiminde her bilesenin y2a0.
A agrt ayry disinmet oohs -Fayddh olobiliyor: Bagle bir dv.
rvrde , b ckaler fonrksiyonun  bir €grise) M—legrq)’m}} koordi naHordn
birine, &raegin .E:de ) g¥re almak 'ishyebﬁhr?l. B v integral, It
ho Bree dommlad@un [ MAs yay nunlge indegrli ¢ib) degibn
M Gay) staler fonkst yoru iein ‘[ M dx ?Megrahn': Jonimlonak Tein
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x-yinvnde bilesena sobip F=Mieup © vebdralomm ahyonn. Senfu
P = g+ NMOP+EIOE ,acteh e porometrelennd3 ¢ egrizy V2o~
rinde x=gt), dx=gltidt ve
f)-dp: 2, -g-fo“':: Mtxey)3) g'ﬁ.—)dt‘: MCWHI*JJ?C

e.f‘fl"lﬁim Sohip olurv: € boyura 2 nin 0"§ritel Tnteyral toninandn

!Nmsﬂwx =¢f P.dP , bweds Pz Mgy ? dir,
e tontmlorn.,

Ayni Yolla, j Ndy ve fpdz egfise) iMegrallerin) elde etnmel

16in yalarn 5—5a\unde bir b Iqmle P= Neny) T ve Yalin A Yfonih-
Je b bilewale P=Plxuwy B tanmlan.

f Mxygxydx = va Caes) hiv) ket)) §'8) dt
c o

b
J Newn dy = [ vLam, b, kets) W )t
< o

L
cf P txeupy dy =£ P(gmichtt), be) Elee)de

Bu integrq ller aerclitle bideim oloruk olusurler » kisaca

{ Mexumdx + ! Nexsmydy +  Preya) da .-——S Mdx+Ndy +ody
& c lad

e yeilir

Orel!  (-ydx +3dy+rxdr el indegrulini hesaployinn. Bue-
<

do ¢, Plty=costP+SmMEPatl , ottet dir

Hergeyi & pcrame-fr&ﬁnin terimleriyle ifade ed.yorn_z Xt

7'
é["ﬂa)b-l"%dﬂ +'7.7C<.'"t-= éf Ctsme) (-sht) + bcast- +2 cost ] 0’6

37
— t i
= \( - M’"‘-‘) + tafnticos t +1:D1t~]
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U2a4da Bir & gri U2erinde Bir Kuwet Torofindn Yapilan I}
P= Mexig 0 0+ Nexgw) 4 Pexy ) € vekbsr alan), /5' s
U2oyda bir bilge boguace bir kuwedi (yergekini

veya elebonognelit kuwelolbobilir) gisdersin ?
ve Pi) = g+ hesd +UH'§", attld
belgack bir dvagen <5 olsun. Bu durvwda, A
ari Uzerinde, egriaia birin deget velkteronus
HB:\W\JQ F s skoler bilecen, P.T hin Tndegrali, adon b‘go_
e'éri U')el‘inc)e P"}U'afmddn yapflcm T denir.

Tanm; aVden biye bir dih_gﬁi}n eari Pe)\ain Urerinde P=MTMA?
+PP tuweh dorofudn yaplan §

W::-t:{a PPds ::J’LI?CF"&:J ‘ g-é)cfé

o

dice |
By ?Megrahn detay isin kuocw v aaiblaralor) gapalis:
t porametrosinin tenin arah?u Caubdde, bir poreelonis uggu}ao’:?mn.,

do E‘Ep,‘kn{-(j alH' Ofahucfmm kep.r?/lo’e bir <g not-lwv S‘eql'jafu'\..
-

"T‘-‘ﬂ 'l'"-k ﬁ. 1
e —~As, = ; Pes)
:; 4 2 _1 —a -

r—e—i
te  ten b ¢ &= P..(S“u.)-- P ”"'-?’ ﬂ&
Pelato, hikehtleg) ") ¢ Al

£anI'nin by porgalosts), egrinin bir porgolonmi olgdurer. Syleti Pe,

?l-l-t)‘mn yor velbtsri ve Asy, Pefey eGni pocgosiaia UL lu"?'oc)uf. t=Cy
do e.':?]r': Vrerinde buno kornlit gelen nokfody }?‘nin de§er} E?: ve by
fobledo &grinin birim ddgef ~vebtoro Th e t=cy\do 7 Yoninde Fhin
Sl:a\et‘ Wt;en': f?k:"?; a‘lf- Pr.P:,-H e'zjr’. pereesi bcgww f? mfcmkm
aplor ¥5 yablosik olorat

= =D
) L'“wi; ‘?:‘n;;ée) . (mu.k) =FR.T, As,
i,
tza\dor b bye €q/i batdwca f? Yerefendon yq’llﬂ‘ if _ydﬂ/d/( oaal

=L3

=5
d"‘tau}"u\ = Fe Ty Os o . ,
! jad M P‘fdlﬂjg’ Nofmd Crfira S;H.(?We J yvl'and}h Nndgky Hﬂqﬂh eUe
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< Az gD nt) P+, octeh Gris Grefinde P=MP+NP+PP
Kuwadinia if iegralidin  forkh yollorle gourly:
Wz S e.:PJS (Tumw)
z

- f F?dl'? = IL !? F)cj-t (VeH-&r Jl&w'cyel farn)
c t
o

'—'-;h( Ma'le) + N h'ie) 3PEw))dt = <!‘J(M o Y ?ﬁmﬂ% L

-"‘-‘(Ma‘x-i-ud’y +Pdy. (skdler dieremsiyd form)
c

Orretlers 1) (©oedon (nuN'e Pz t0+8P4 8BF, ot of
risy b oyunco Bz (422184 (g4 (-*YE  kwwved clon terofuckn
Yapilon g1 bulumr.
P= (4=x¥) T + (3-y?) 3 + (%- t")h
= (&P 4 (B-NP 4 -t)E
%f:. D+ +3828
P. 40= (S-thzbe (et 387
= 244-285 3o 2¢f

i |
Is=we § (2elatsssdad) db= 22
0

2) Pt Casmﬂb-c-t\))-i-:m 2394 , o &bt¢| 7 le paraMe-l-felenMp C
<Grisi bayurca Pz xD4 47128 velbdr alam Jerafendos ya,Jan i bda,
P Prm)= cos(ay) D4 £2 3% +S M) E

%g = =St smgat\f’ 4—1&3’)4--“ as{qit) Ea

F. %f?: - X castsie) S nd) F2E 40 S asit) = 28
. v
'j ) “
J F-g.?d'l‘ = ; 283db = L -_!z- :

a 0
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Hiw Alonlori Igin Akis integrallers ve Gevrim (Flow inlegral, Circyiotion)
Bir kvvvet alan yesine i’?l uwgab bir balge 603wtca birsivi ok
korin hn alaamn gactersin. Bu bosul albmds, P.T 'ain balgede bir &ari
lsogmm?lt’}eqfal;j egri boywmear siviam aky) veya €3ri etrafinda
Stinin Geviimial verir. Brnegin, asogidski <e ldwke cobilde velbddr alom
dorlende birim Gembor etafucdy Geviimin sifiroldguav verir: S‘o'?‘obu
seYilde Re bnr*m ganbor etrufudy o euriniin siir flﬂwff‘m; versin,

4_..

S A
— N TT{:.}/I'_L)Y
7 \ N A
J1N e
Paxliu? P=(eyPex? )/ ey

Tanims ?m, bir svretli hrn velkdsraloar B 'aia tonum kumesideti
bir duaqun C eqrisinin porometrelennisi ise  A=Pta Y e B= () ye
ear'l l:oswa alus

Al = g P.Tds
dir Bu integrile, bir aky iMegrali denin Eger efrinin boslongig v
Lidis nobolort aymyse, yoni A=R i aliga, egrinn erofincy gevim
deain

Ornetler: 1) Bir simn hiz olam, PeaP+ePiyic dn Pz cost Disint?
+t ¥ ) 04 t&Ta helis b%unca alyc blunn.

Pl +2P+yt = costTu 634 Sint €

dp:-:,mi?-!-cosﬂ’-i-? E -g-g-, casbsint +tcast +5int

ply= I I? SLJ o= ! [— cost sint+tcast +Sint)dt —(‘%}* *‘-ﬁﬂfr‘ -4

2) Rlt)= cost L -t.s’lnlr.?, 04tL2WM gembori otofinds (gevessinde) FD=
Cx-4y) L +%xP alammm 4:e\lr'lN'm'l bulunvr,
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Egrisel Integraller - Vektdr Alanlari, Is, Cevrim ve Aki

Genber Srerinde I?.: (-x—-g)i?-/-x?: { Casi-s}n-b)'i?-j-cméf ve
-j-g = =sint 'l?-}-ca.d:? dr P 4?:: - castiint +sin't 1ot = |~ castsing

L %);
G evrim =£ ﬂﬁfé#:{ (- sintcat)dt = (&= ﬁé_{: L"',_zm ‘

Bir Rasit Kapalt Dozlem E?r‘i Baavnca Ak)

x4~ duzleminde bir egri kendini kesmdiyome basit deair. Bir ég-
rinin bd}\a"‘il'? v b’rh; nokdler oyn Le I:apqll e:?r'r vey o dangv
(dvgum | ilmek) denir. (loop)

Bosit, bupali degil  Basihs kopals Bos'desily lopelidgil  Bacth dezfl) kapal)
2y~ durleminde, bosit kopal bir dvagin € egrisiile gevrili bir &l
<3eJe Kie Swinm qiry vega giky eraniny bulmak icin &Griain di ner-
mMal veblorv a‘&?‘u”%uﬂdm sivinin hin alanmin staler bileseni, 2R
nin € Grerinde e%r'ise\ FAJ-egra'i‘Ai he.(aplafn.- Bl norke) bilee.
p € Drerinde (ocross) boyunea,  boyden boga, 3eap]7'§mle) akila 1274 ver
3:'7"( %10 yalmr rormal Vileden: h.u”amrn.) +eget bilgent l:o”anmbp-
ra. Bu integrolia Jdﬁeﬁne, € boyunco (acrac) Rlnin ke Jonil,
'E:mlm',' Eaer, C dizlende bir sturekli vektdr cdan ﬁ’:&l tey) 0+
Nxe)T ‘min tomm Eomesindeki bir basit bapall dDagun eFri ve
W, ¢ Urerinde dusa-ddaavk bwim normal velddr ise c boyuree
Cocross) B 'pin k) (£lw)

C boywea é‘ni‘n akm:ér;?-ﬁadf

dic,
Ak 'm']egral'fl\} he.!‘df)IaMdJ: iGm, &, adoa b\ge Orterken C
egqrisini Yamamen bir bore katedecet o HU&, clo-zg.b’n i o?rar“ ni
x=gtt) , y=htt), agitel
SQH’MJC Paramhelaubﬁyarn_. Egr', bgdm}eéjr‘in?n '?3 birim J~O§QJ'
wetbori ve B veblervyle, e§iuin dica~donik bir neal vebtery iy,
Lu\ah‘t\“lf'l‘l.. —'?x'é? veyo "'k?x"? \n'in hang’l.(?n} _raqﬂehg'll- Hmﬂ'isi c‘va-ab/lgﬂu-v')’:
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Egrisel Integraller - Vektdr Alanlari, Is, Cevrim ve Aki

® Saat Yoniiade Horereh
BEx¥ disa-dinvk

Saat YanuavnTersisde Horddet
Tx P disa-dEnok

By ¢ w‘“lﬂ"dd Cnin koteHi yola dcgladis. Egefharekd Sact \pniond
ise ExT disa dénik , hareket soat yanvadn tessinde Tse TxE dye~cb-

nulr.l-ur B~ harelel coat gﬁm)nun Yersinde cegip, 38"¢”’H¢;’D 1&(’
?xk a‘lljoﬂn—

-='ka: (;—_;1’4-%%?)::?:%‘?— %j’

2o M) DNea? e PRz Mox 4 - Nown) 3 Jif Bu yindes
[PRde= [(ugh-wgE)ds = § mdy-ndx
c & .

dir: Sor integralde O yznls cember konmasinin sebebi , kapoh ¢ ogisi
etrafindoki inlegraly, saot Yaniaun tervinde a)wﬂ'?m: g'éﬂemz.l: Taindir

Kapali Jvzgim bir dvalen egri% boﬂun‘a aki = é Mdy-Ndx din
<

9. D,
Ornck! xy- di2leminde, ¥4yt=l gemberi boywer Pz (2P + %3 rin
aksin bulunvy,

Pz cast L 4sint P , ogtLnst parandrelmmex} ile genber
saat Yanunon tersinde +amamen bir kere yola’m (koleder).

M=%x-9 = cast-5Sint, dy=disint) = cos+db
Nz X=cost | dx =dtcact) = ~sink dt

N
Ak = fMolg Ndx = j(a,;t,\; Sintcec) + castsint) dt -—fcas'z{-a’l:
fl-\-cc:s?-l- dJt —(—i--l- “%—-[

Gember l)o:jwfa E’b‘n'm aker St dir Ceva/o povitit a[a’y?wdm net o
T4 d',fa—daﬁfullfﬁ
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